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Neste trabalho discute-se a utilizacfio da técnica de relaxacáo viscosa para a solucao de 
equacoes do método dos elementos finitos, visando-se a sua implementacao em computadores 
de processamento paralelo/vetorial. Os problemas de convergencia e número de iteracoes 
foram minimizados de modo a obter-se um algoritmo seguro e versátil, que oferece as 
seguintes vantagens: simplicidades de implementacáo , reduzida memória central e facilidade de 
refinamento e modificacóes da malha. Sfio apresentados estudos relativos a dois casos clássicos 
de leitura, tanto em regime linear quanto elástico plástico. 
SUMMARY 
This paper discusses the implementation of the accelerated viscous relaxation technique to 
be used in nonlinear finite element analysis on vector/parallel computers. The resulted approach 
have significant advantages: reduced central storage, great efficiency and the suitability for 
adaptative finite element analysis. Two classic elasto-plastic cases are studied and the obtained 
performance are examined for the linear and nonlinear ranges. 1s the authors opinion that the 
generated software can be considered as an engineering tool to treat complex problems with 
economy and versatility. 
Os métodos de solucáio iterativas das equa~oes do método dos elementos finitos 
ficaram legados a segundo plano por longo tempo devido principalmente ao seu 
desempenho computacional e características de convergencia. Porém, com o advento 
dos grandes computadores de processamento paralelo/vetorial, surgiu a necessidade de 
se desenvolver algotitmos que pudessem aproveitar todas as potencialidades oferecidas 
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por este tipo de computador. Com isto, renovou-se o interesse pelo uso de solucóes 
iterativas, que permitem uma abordagem do problema num esquema elemento-por- 
eleineiito ein computadores de processamento vetorial/paralelo. 
Eiitre os métodos mais utilizados para a solucáo de sisteas de equacóes algébricas 
pode-se citar o método dos gradientes conjugados, o método de jacobi e as relaxacóes. 
Dos iilétodos relaxacáo , destacam-se a relaxacáo dinamita, que se utiliza das equacóes 
de análise diiiiimica (2) e a relaxacáo viscosa que se utiliza das equacóes da viscosidade 
(3) .  Assiin, a. solucao do sistema de equacóes, 
pode ser obtido através de: 
ou a.tra.vés de: 
K=matriz de rigidez global 
F=vetor de cargas nodais aplicadas 
C=inatriz de amortecimento ou características viscosas 
M=matriz de massa 
U=vetor de deslocamentos nodais 
~ = v e t o r  de. velocidades nodais 
U=vetor de aceleracóes nodais 
Em ambos os métodos, as derivadas dos deslocamentos em relacáo ao tempo sáo 
aproximadas por diferencas finitas e as equacóes (2) e (3) sáo integradas ao longo do 
tempo até que a solucáo estacionária seja alcancada com U  = O e U  = O .  As matrizes 
M e C sáo escolhidas artificialmente na forma diagonal para que sua inversáo seja 
imediata e coiiduza a solucáo com o menor número de iteracóes possível. 
A solucáo exata da equacáo homogenea do problema dinamico 
é do tipo 
U = a cos X t  $ b sen X t  
eiiquanto que a solucáo da equacáo homogénea do problema viscoso 
C U + K U = O  
é do tipo 
e o tipo de convergencia obtida nestes métodos está mostrado na Figura 1.a e 1.b. 
Embora ambos os métodos possam explorar a capacidade de processamento em 
computadores paralelos/vetoriais, necessitam de uma criteriosa escolha de At ,  que 
deve obedecer a seguinte inequacáo (8)) para que nao ocorra problemas de instabilidade 
numérica. 
1 .a. Relaxacáo Diniimica. 1 .b Relaxacáo Viscosa. 
Figura 1. Convergencia dos Métodos. 
,5 
n t  5 - X max 
O cálculo de X max requer a solucáo do problema de autovalores de (4) ou (6) 
dependendo do método utilizado. Em geral isto é contornado utilizando-se fórmulas 
expeditas, que levam em conta as características Gsicas e geométricas do elemento finito 
utilizado na discretizaciio do problema. Ou, pelo teorema de Gerschgorin expresso por: 
X max < m a x C  laG[ 
sendo a;j os coeficientes da matriz A decorrente do problema de autovalor associado a 
(4) e (6). 
Estas formas de avaliacáo de A t  embora resultem em valores seguros, superestimam 
o valor de X inax, tornando a solucáo demasiadamente lenta. 
Quando se deseja uma análise estática em regime elasto-plástico, as matrizes M e C 
da relaxacáo diniimica devem ser escolhidas o mais próximo possível do amortecimento 
crítico da estrutura, para que náo ocorram oscilacoes que deteriorariam os resultados. 
Já este problema náo ocorre na relaxacáo viscosa (R.V.) visto que sua convergencia 
é assintótica. Este fato torna a R.V. particularmente atrativa para a análise estática 
em regime elasto-plástico e tem passado aparentemente desapercebido pela maioria dos 
pesquisadores que trabalham com procedimentos de relaxacáo . 
Neste trabalho procurou desenvolver-se a R.V. propondo-se artifícios que eliminam 
as dificuldades de escolha de A t  e minimizam o número de iteracoes. 
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Partindo-se da equacáo (3), transcrita abaixo, 
C U + K U + F = O  
a velocidade U é aproximada por diferencas finitas por: 
e chega-se a seguinte expressáo: 
ou equivaleiitemeiite 
seiido 
O vetor Pt (vetor de resíduos de forcas) é avaliado por: 
u = vetor de tensc6es do elemento 
B = matriz das relacóes geométricas entre tensáo deformacáo 
D = matriz de características físicas do material 
11; = volume do elemento 
e = índice de elemento 
ATE = número de elementos 
Uma. escollia apropriada para C é: 
C = diag (K) (15) 
Assiin ve-se claramente que a equacáo (13), torna-se um produto de vetores e as 
equaqóes (14.a) e (14.b) sáo avaliadas a nível de elemento por elemento o que propicia 
a sua utilizacáo em processadores vetorial/paralelo, sem a necessidade de armazenar o$ 
coeficientes do sistema de equacóes. 
Coiivéni ressaltar que as matrizes de rigidez de elemento calculadas para a 
inonta.geni do vetor C ,  sáo utilizadas para a avalizacáo de !P em regime linear elástico 
através da equa.cáo (14.b), com grande reducáo do tempo de processamento em relaqiio i 
equacá.o (14.a). A equacao (14.a) é entáo utilizada apenas em regime elasto-plástico. 
O valor de A t  inicial é tomado igual a 1.0, e caso ocorra uma divergencia no 
processo, que é constatada pelo crescimento das normas de ou de A U ,  propóe-se 
corrigir seu valor para: 
A obteiicáo da equacáo (16) é comentada no Apendice. Nos exemplos analizados, 
a,peiias uina, correcáo de A t  foi eficiente para a convergencia da solucáo sem que 
ocorresse iiistabilidade numérica. E, se a estrutura encontra-se ainda em regime elástico, 
o algoritmo autocorrige a solucáo . 
É possível aiiida acelerar o processo, introduzindo-se corresoes no valor de A U t  
quaiido a sua iiiagnitude torna-se aproximadamente constante e os resíduos atingem 
valores pequenos em relacáo as cargas aplicadas. Assim escreve-se, 
seiido a um escalar calculado por: 
Desta. foriiia, a solucáo é acelerada cada vez que IAallcr for menor que uma 
toleri,iicia. TOLS pré-estabelecida. A obtencáo da equacáo (18) é mostrada com detalhes 
no Apendice. 
Na.s forinula.cóes iiicrementais de plasticidade a carga é aplicada em incrementos. 
Na. R..V., a. cada incremento de carga, um número igual ou maior de iteracoes é 
requerido, depeiideiido do iiível da plastificacáo da estrutura. Como o carregamento 
é monot6nico e os incrementos de carga sáo identicos, os deslocamentos A U t ,  sáo 
utiliza.dos como vetor de partida para as iteracóes do incremento t + At. Com isso, 
a. soliic5.o para. o incremento de cargas t + At é obtida com um reduzido número de 
itera.cóes. 
Desta. forma o algoritmo de relaxacáo viscosa como proposto neste trabalho está 
mo~ t r a~do  ii  Diagrama 1. 
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At = 1.0 (NINCR=nÚmero de incrementos) 
A F =  F I N I N C R  (NITEMAX= número máximo de iteragoes) 
para N = 1,NINCR 
,t-At - 
- 0.0 
A u ,  = U/(N - 1) e ut = ut + AUo p/  N > 1 
F ~ = A F . N  
~ l g ~ - ~ ~  l l  = I I F ~ I I  
1 para k = 1,2, , NITEMAX 
N' {,& elástico 
" = + B ~ C ~ ~ V  (elasto-plástico) 
e= l  
1 1 - Aceleragato da solugáo 
at = -AUT . AU/(AUT A(AU)) 
Aa = at - ,t-At 
se IAal/a 5 TOLS 
entáo ut = PAt + aAUt  
senáo ut = uttAt + A U ~  
1 1 - Verificagato da Convergencia 
I I A u t l l  < TOLD entáo pare I I P t l I  < TOLF ou -se -
llFNll - llUtll - 
l l - Atualizacáo do Intervalo de tempo 
u CONTINUE 
Diagrama 1 .  
Estudo de Casos 
a)  Chapa Perfurada 
O primeiro caso analisado é a chapa perfurada centralmente, que 6 um dos 
problemas bastante utilizados em benchmarks do método dos elementos finitos. A 
geometria e propriedades do material estáo indicados na Figura 2. 
E = 7000 I<gf /mm2 
v = 0.3 
u, = 24.3 kg f / m m 2  
h = 0.645 m m  (espessura) 
H' = 0.0 
H' = 225 I<g f /mm2 (endurecimento) 
87 equac8es 
Figura 2. 
A título de comparacáo , calculou-se os valores do maior e do menor autovalores, 
utilizando-se iteracáo inversa, obtendo-se: 
X max = 2.75257 e X min = 5.37446 E - 3, 
X max 
e -- - 513 X mili 
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O valor de At foi inicializado igual a 1.0 e corrigido na 8" iteracáo para 4.25009 E - 
1, ein todoas as análises realizadas, e a tolerancia para resíduos e deslocamentos foi 
adotada igual a 
Na análise elástica sem acelerac5.0 foram necessários 1229 iterac5.o . A seguir 
analisou-se a chapa com aceleracáo do algoritmo, variando-se os valores de TOLS. 
Os resultados estiio mostrados na tabela 1. 
Aculcu 0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 
NITER 198 176 132 109 140 141 
Tabela 1. Número de Iteracóes x Tolerancia para Aceleracáo. 
Para as análise em regime elasto-plástico, utilizou-se TOLS = 0.30 e a carga foi 
dividida eilz 10 iiicrementos. Os resultados, considerando-se o material sem e com 
eiidureciineiito, coiivergiram para resultados coerentes com os de Zienkiewiczl. A tabela 
2 il~ostra o iiúmero de iteracóes necessárias para cada incremento sem endurecimento. 
O critério de plasticidade adotado foi o de Von-Mises. 
Comeca a 
norma de 
plas tificacáo) 
TOLD mas TOLF 
Ta.bela 11. Incremento x Iteracóes, Sem Endurecimento do Material. 
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A seguir, analisou-se a chapa com 2 o o / o y  = 0.9 aplicando-se a carga com 1 e 
posteriormente, 2 incrementos. Com 1 incremento de carga a soluqiio foi obtida após 201 
interaqoes, e para 2 incrementos com 109 iteraqóes no 1" incremento e 93 incrementos 
no segundo incremento. 
Finalmente analisou-se a chapa considerando-se 2 a o / u y  = 0.98 e um parametro 
de endurecimento H' = 225. kg f /mm2. A carga foi colocada em 1 incremento, e a 
soluqiio foi obtida após 209 iteraq6es. 
b) Cilindro Espesso 
O segundo problema analisado trata-se de um tubo de parede espessa sujeita i 
pressáo interna p. A geometria, malha e propriedades físicas estiio mostradas na 
Figura 3, a espessura do tubo foi discretizada por elementos lineares de estado plano 
de deformaqáo . 
p = 18dN/rnrn2 
E = 3.1 x lo4 dN/rnrn2 
v = 0.3 
o, = 24.0 d~lrnrn '  
H' = 0.0 
144 equacoes 
Figura 3. 
Os valores de Xmax e Xmin foram calculados apenas para comparacáo , sendo 
encontrados: 
X max = 3.8518 e X min = 4 . 7 6 5 ~ - ~  
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X max 
-- 
- 808 X min 
Pa.ra a aiiálise elástica adotou-se: At = 1.0 e a tolerancia T O L S  = 0.30; T O L D  = 
T O L F  = O valor de At foi corrigido na 3" iteraciio para 0.31658 e este 
valor permaiieceu até a solucáo final, após 178 iteracoes. 
A seguir, procedeu-se a análise plástica. A carga foi dividida em 18 incrementos, e 
os resultados parciais foram comparados com os obtidos por Owen e Hinton7, obtendo- 
se respostas identicas. A tabela 3 apresenta o número de iteracóes necessárias para 
cada incremento. 
(Início da Plastificacáo) 
INCR. 
1 
2- 11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
Tabela 111. 
INTER 
178 
2 
6 
30 
40 
49 
74 
94 
116 
~ a .  forma, como implementado, a soluciio de equacoes do método dos elementos 
fiiiitos por iileio da relaxacáo viscosa, apresenta-se como alternativa simples e segura 
tanto para. aiiálise em regime linear, quanto elasto-plástica. Alia-se a isto, a 
vaiitagem do método adequar-se a utilizaciio em computadores de processamento 
pa.ralelo/vetorial, iiecessitar de reduzida memória central e, permitir facilidades de 
a.da.ptacáo da inallia a nível de processamento. 
Recomeiida-se iiiicializar o problema com At = 1.0 e escolher uma tolerancia para 
a eiitre 0.2 a 0.3. Para a análise em regime elasto-plástico, aconselha-se a dividir a 
ca.rga e111 uili iiúmero suficiente de incrementos de forma i garantir pelo menos um 
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incremento em regime elástico, para que a correcSo do valor de At niio modifique a 
resposta plástica. 
A estratégia descrita neste trabalho está sendo utilizada na soluciio de problemas 
complexos, bi e tridimensionais. Os resultados da performance em um computador 
IBM 3090 600 E/GVF seráo motivos de publicaciio futura. 
Reescrevendo-se a equacáo (17): 
ut = u ~ - ~ ~  + anut (17) 
a. pode ser a.ssociado i um vetor W de forma que minimize a equacáo (24), 
wT . q(ut) = O 
Assim sendo W é escolido como: 
w = n u  
que resulta. iia seguiiite equacáo : 
derivando-se a equa.cáo (6) em relacáo ao tempo obtém-se 
e sabeiido-se que 
teni-se a equa.cá.0 (ls), utilizada para acelerar o algoritmo. 
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O intervalo de  tempo At é corrigido fazendo-se urna ponderas20 entre a norma de 
Qt e Qt-At .  como: 
Coin isto tem-se certeza que E t  será menor que At, entretanto tal fa to  n2o garante 
, ova corres20 deverá ser feita, a convergencia.. Assim, a cada vez que occorrer pt 3Pt-At n 
a t é  que a soluc2o seja obtida. 
Nos casos relatados neste trabalho e outros estudados pelos autores, constatou-se 
que a adoc5.0 de u m  coeficiente dividindo a equasiio (30) diminui o número de correcóes 
necessária.~ A se obter a convergencia d a  solucáo . Notou-se que: um coeficiente igual a 
2 conduzia. 21 va.lores adequados de A t ,  e este valor foi adotado. Assim a equagao (30) 
ficou: 
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